
ÃËÀÂÀ 2 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

Ñèñòåìà m ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå

a x a x a x b

a x a x a x b

n n

n n

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

;
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a x a x a x bm m mn n m1 1 2 2	 	 	 �

�

�
�
�

�
�
� � ,

ãäå ÷åðåç aij îáîçíà÷åí êîýôôèöèåíò ïðè íåèçâåñòíîì x j â i-ì óðàâíåíèè ñèñòå-
ìû (i m� 1, 2, ,� ; j n� 1, 2, ,� ); x x x n1 2, , ,� — íåèçâåñòíûå; à ÷èñëà b1, b2, ...,
bm íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè.

Òàáëèöà êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñèñòåìû
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— ñòîëáöîì íåèçâåñòíûõ, à ñòîëáåö B
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1

2

�

— ñòîëáöîì ñâî-

áîäíûõ ÷ëåíîâ. Åñëè m n� , òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû A îáîçíà÷àåòñÿ
÷àùå âñåãî ÷åðåç � � �| |A Adet è íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Îñíîâíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿ-
þòñÿ ìåòîä Êðàìåðà, ìàòðè÷íûé ìåòîä è ìåòîä Ãàóññà. Ïåðâûå äâà ìåòîäà ïðèìå-
íèìû òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé. Ìåòî-
äîì Ãàóññà ìîæíî ðåøàòü ëþáóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.



Ôîðìóëû Êðàìåðà

Åñëè îïðåäåëèòåëü � ñèñòåìû n ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n íåèç-
âåñòíûìè

a x a x a x b

a x a x a x b

n n

n n

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

;

;
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a x a x a x bn n nn n n1 1 2 2	 	 	 �
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îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü
íàéäåíî ïî ôîðìóëàì
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11 12 1

21 22 2
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— îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû, à � j — âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëèòåëè, êîòîðûå ïîëó-
÷àþòñÿ èç îïðåäåëèòåëÿ � çàìåíîé ñòîëáöà èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè x j ñòîëáöîì
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ:
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11 12 1 1 1 1 1 1
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, j n� 1, 2, ,� .

Ýòè ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè Êðàìåðà.

Ïðèìåð 2.1. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3
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;

;

,

èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Êðàìåðà.

Ðåøåíèå: îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí

Âû÷èñëèì âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëèòåëè:
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Ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà íàéäåì: x1
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� , x 2
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� , x 3
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Ìàòðè÷íûé ìåòîä

Ñèñòåìó n ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ:

A X B� � ,
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— ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ; B
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— ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Åñëè ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ, òî ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

X A B� ��1 ,

ãäå A�1 — îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Ïðèìåð 2.2. Ðåøèòü ìàòðè÷íûì ìåòîäîì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2;

3 2 2;

4 4.
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Ðåøåíèå: ìàòðèöà ñèñòåìû
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Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ðàâåí | |A � � �6 0 . Îáðàòíàÿ ìàòðèöà
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Òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñèñòåìû â ìàòðè÷íîì âèäå:
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Ñëåäîâàòåëüíî, x1 1� , x 2 1� � , x 3 1� .

Ðåøåíèå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

Èíîãäà òðåáóåòñÿ ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà

X A B� � .

Åñëè A — êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìå-
åò âèä

X B A� � �1,

ãäå A�1 — îáðàòíàÿ ê A ìàòðèöà.

Ïðèìåð 2.3. Ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå X A B� � , ãäå A �
�

�
�

�
��

�

�
��

2 3

3 4
, B �

�
�

�
��

�

�
��

1 4

2 2
.

Ðåøåíèå: ðåøåíèåì ýòîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà X 2 2� , êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå X B A� � �1.
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Ïðîâåðêà:
� �
� �

�

�
��

�

�
�� �

�
�

�

�
��

�

�
�� �

�
�

�
��

�

�
��

16 11

2 2

2 3

3 4

1 4

2 2
.

Ìåòîä Ãàóññà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó m ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè

a x a x a x b

a x a x a x b

n n
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21 1 22 2 2 2
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Ìàòðèöà ñèñòåìû, ê êîòîðîé ïðèñîåäèíåí ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, íàçûâàåò-
ñÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû:

.

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè â ðàñøèðåííîé ìàòðèöå íàçûâàþòñÿ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, êîòîðûå íå ìåíÿþò ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýëå-
ìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóþò çíàê ~.

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ðàñøèðåííîé ìàòðèöå

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè â ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ÿâëÿþòñÿ:

1) ïåðåìåíà ìåñòàìè ñòðîê;

2) ïåðåìåíà ìåñòàìè ñòîëáöîâ ñ çàïîìèíàíèåì, êàêîìó íåèçâåñòíîìó ñîîòâåò-
ñòâóåò êàæäûé ñòîëáåö;

3) óìíîæåíèå (äåëåíèå) ñòðîêè íà ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ;

4) ïðèáàâëåíèå ê ýëåìåíòàì îäíîé ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé
ñòðîêè, óìíîæåííûõ íà îäíî è òî æå ÷èñëî;

5) âû÷åðêèâàíèå îäíîé èç äâóõ ïðîïîðöèîíàëüíûõ (ðàâíûõ) ñòðîê;

6) âû÷åðêèâàíèå íóëåâîé ñòðîêè.

Ïðèìåð 2.4. Ðåøèòü ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó óðàâíåíèé

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6;

2 4 8;

3 2 4.
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Ðåøåíèå:

1-é øàã — ôîðìèðîâàíèå ïåðâîãî ñòîëáöà.

Ïåðâóþ ñòðîêó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû óìíîæèì íà 2 è ïðèáàâèì êî âòîðîé
ñòðîêå, òàêæå ïåðâóþ ñòðîêó óìíîæèì íà (–3) è ïðèáàâèì ê òðåòüåé ñòðîêå ðàñ-
øèðåííîé ìàòðèöû. Ïîñëå ýòîãî âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû, êðîìå
ïåðâîãî, îêàæóòñÿ ðàâíûìè íóëþ:

.
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2-é øàã — ôîðìèðîâàíèå âòîðîãî ñòîëáöà.

Âòîðóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà –1, ïðèáàâèì ê ïåðâîé ñòðîêå, âòîðóþ ñòðîêó
ïðèáàâèì ê òðåòüåé ñòðîêå ðàñøèðåííîé ìàòðèöû. Ïîñëå ýòîãî âñå ýëåìåíòû
âòîðîãî ñòîëáöà ìàòðèöû, êðîìå äèàãîíàëüíîãî, îêàæóòñÿ ðàâíûìè íóëþ:

.

3-é øàã — ôîðìèðîâàíèå òðåòüåãî ñòîëáöà.

Òðåòüþ ñòðîêó ðàçäåëèì íà 2, ÷òîáû åå äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ðàâíÿëñÿ åäèíèöå.
Ïîñëå ýòîãî òðåòüþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà –6, ïðèáàâèì êî âòîðîé è òðåòüþ
ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà 5, ïðèáàâèì ê ïåðâîé ñòðîêå:

.

Ñèñòåìà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîëó÷åííîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöå, èìååò âèä

x

x

x

1

2

3

1;

2;

3,

�
�
�

�

�
�

�
�

è ðåøåíèå åå î÷åâèäíî.

Ðàíã ìàòðèöû. Òåîðåìà Êðîíåêåðà–Êàïåëëè

Ìèíîðîì k-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü, êîòîðûé ñîñòîèò èç
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííûõ íà ïåðåñå÷åíèè k åå ñòðîê è k ñòîëáöîâ.

Íàïðèìåð, â ìàòðèöå

1 4 2 0

1 0 3 2

4 3 2 2

�
� �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

îïðåäåëèòåëü
1 4

1 0�
�
�
� �

�
�ÿâëÿåòñÿ åå ìèíîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà, à îïðåäåëèòåëü
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4 2 0

0 3 2

3 2 2�

�

�

�
�

�

�

�
�

— ìèíîðîì òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Ðàíãîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ íàèâûñøèé ïîðÿäîê åå ìèíîðà, îòëè÷íîãî îò íóëÿ.
Äëÿ ðàíãà ìàòðèöû A èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå r A( ).

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 2.1 Åñëè ðàíã ìàòðèöû ðàâåí k, òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ìèíîðîâ k-ãî
ïîðÿäêà õîòÿ áû îäèí îòëè÷åí îò íóëÿ, à âñå ìèíîðû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 2.2 Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò ðàíãà ìàòðèöû, ïîýòîìó èõ
èñïîëüçóþò ïðè îïðåäåëåíèè åå ðàíãà.

Ïðèìåð 2.5. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû

A �
� �

� � �
� �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1 2 4 3 2

1 3 6 2 4

2 1 2 5 6

.

Ðåøåíèå:

~ .
1 2 4 3 2

0 5 10 1 2

� �
�

�

�
��

�

�
��

Ïîñêîëüêó â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå äâå ñòðîêè, åå ðàíã íå ìîæåò áûòü áîëüøå äâóõ.

Ñðåäè ìèíîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî óêàçàòü ìèíîð
1 2

0 5
5 0

�
�
� �

�
�� � . Ñëåäîâà-

òåëüíî, r(A) � 2.

Òåîðåìà Êðîíåêåðà–Êàïåëëè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà m ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè áûëà ñîâìåñòíîé (èìåëà ðåøåíèÿ), íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû r (A) áûë ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåí-
íîé ìàòðèöû ñèñòåìû r (B).

Åñëè r (A) � r (B) � n, òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Åñëè r (A) �
� r (B) < n, òî ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Ïðèìåð 2.6. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

x x x x

x x x x

x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4;

2 3 4 2;

3 4 10.

� 	 � �
� 	 	 �

� � � �

�

�
�

�
�
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Ðåøåíèå: äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû èñïîëüçóåì ìåòîä Ãàóññà:

Ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû r (A) � 2, ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû r (B) � 2, ÷èñëî íå-
èçâåñòíûõ n � 4. Òàê êàê r (A) � r (B) < n, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Êðîíåêåðà–Êàïåë-
ëè, ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Íàéäåì âñå ýòè ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòî-
ãî çàïèøåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò
ïîëó÷åííîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöå:

x x x

x x x
1 3 4

2 3 4

5 5 8

2 3 6

	 	 � �
	 	 � �

�
�
�

;

;

x x x

x x x
1 3 4

2 3 4

5 5 8

2 3 6

� � � �
� � � �

�
�
�

;

.

Íåèçâåñòíûå x 3 è x 4 ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè. Èõ çíà÷åíèÿ çàäàþòñÿ ïðîèçâîëüíî.
Ïóñòü x t3 � , x z4 � , ãäå t, z — ëþáûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. ×èñëî ñâîáîäíûõ íå-
èçâåñòíûõ k îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå k � n – r (A). Íåèçâåñòíûå x1 è x 2 íàçûâà-

þòñÿ áàçèñíûìè. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ôîð-
ìóë, âûðàæàþùèõ áàçèñíûå íåèçâåñòíûå ÷åðåç ñâîáîäíûå:

x t z
x t z

x t

x z

1

2

3

4

5 5 8
2 3 6

� � � �
� � � �
�
�

�

�
��

�
�
�

;
;

;

,

ãäå t z R, � .

Îäíîðîäíûå ñèñòåìû

Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà m ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

a x a x a x

a x a x a x

n n

n n

11 1 12 2 1

12 1 22 2 2

0;

0;

	 	 	 �
	 	 	 �

�

�

�������������

a x a x a xm m mn n1 1 2 2 0.	 	 	 �

�

�
�
�

�
�
� �

Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âñåãäà èìååò íóëåâîå
(òðèâèàëüíîå) ðåøåíèå:
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x x x n1 20, 0, , 0� � �� .

Ó ëþáîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû r (A) � r (B), òàê êàê ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà Â îòëè-
÷àåòñÿ îò ìàòðèöû À òîëüêî íóëåâûì ñòîëáöîì.

Åñëè ó îäíîðîäíîé ñèñòåìû r (A) � r (B) � n, òî îíà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

Åñëè ó îäíîðîäíîé ñèñòåìû r (A) � r (B) < n, òî îíà èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ.

Åñëè ìàòðèöà A îäíîðîäíîé ñèñòåìû — êâàäðàòíàÿ, òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìå-
åò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà | |A � 0.

Ïóñòü îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìååò k íå-
íóëåâûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé (íè îäíî èç íèõ íåëüçÿ âûðàçèòü ëè-
íåéíî ÷åðåç îñòàëüíûå) X X Xk1 2, , ,� . Ýòè ðåøåíèÿ îáðàçóþò ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ñèñòåìó, åñëè ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
X c X c X c Xn k� 	 	 	1 1 2 2 � .

×èñëî ðåøåíèé k â ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå ðàâíî ÷èñëó ñâîáîäíûõ íåèçâåñò-
íûõ è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå k � n – r (A), ãäå n — ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, à r (A) —
ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû.

Ïðèìåð 2.7. Èìååò ëè îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

x x x x

x x x x

x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 0;

2 2 3 0;

2 2 0

� � 	 �
� � 	 �

	 � 	 �

�

�
�

�
�

íåíóëåâûå ðåøåíèÿ? Åñëè äà, òî íàéòè èõ, âûïèñàâ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó
ðåøåíèé.

Ðåøåíèå: âûïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ïðåîáðàçóåì åå ïî ìåòîäó
Ãàóññà:

×èñëî íåèçâåñòíûõ n � 4, r (A) � r (B) � 2. Ïîñêîëüêó r (A) � r (B) < n, òî îäíî-
ðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ. Âûïèøåì ñèñòåìó, êîòîðàÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîëó÷åííîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöå:

x x x

x x

x x x

x x

1 3 2

4 2

1 2 3

4 2

8 0;

5 0;

8 ;

5 .

� � �
	 �

�
�
�

� 	
� �

�
�
�
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Íåèçâåñòíûå x 2 è x 3 — ñâîáîäíûå, èõ ìîæíî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíî. Îáîçíà÷èì
x C2 1� è x C3 2� , ãäå C C1 2, — ëþáûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Âûïèøåì ðåøåíèå
ñèñòåìû X â ìàòðè÷íîì âèäå:

X

x

x

x

x

C C

C C

C C

C

�

�

�

�
�
�
��

�

�

�
�
�
��

�

	
	 �

� 	
� 	

1

2

3

4

1 2

1 2

1 2

1

8

0

0

5 0

8

1

0

5

1

0

1

02

1 2

�

�

�

�
�
�
��

�

�

�
�
�
��

�

�

�

�

�
�
�
��

�

�

�
�
�
��

	

�

�

�

C

C C
�
�
��

�

�

�
�
�
��

� 	C X C X1 1 2 2 .

Ðåøåíèÿ

X1

8

1

0

5

�

�

�

�

�
�
�
��

�

�

�
�
�
��

è X 2

1

0

1

0

�

�

�

�
�
�
��

�

�

�
�
�
��

îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé.

Çàäà÷è äëÿ òèïîâûõ ðàñ÷åòîâ

Çàäà÷à 2.1. Ðåøèòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé òðåìÿ ñïîñîáàìè: à) ïî ôîð-
ìóëàì Êðàìåðà; á) ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû; â) ìåòîäîì Ãàóññà.

1.

2 4;

3 4 2 11;

3 2 4 11.

x y z

x y z

x y z

� � �
	 � �
� 	 �

�

�
�

�
�

2.

x y z

x y z

x y z

	 	 � �
� 	 � �
	 	 � �

�

�
�

�
�

2 1;

2 2 4;

4 4 2.

3.

3 2 5;

2 3 1;

2 3 11.

x y z

x y z

x y z

	 	 �
	 	 �
	 	 �

�

�
�

�
�

4.

x y z

x y z

x y z

	 	 �
	 	 �
� 	 �

�

�
�

�
�

2 4 31;

5 2 29;

3 10.

5.

x y z

x y z

x y z

	 � 	 �
� 	 � �
	 � 	 �

�

�
�

�
�

5 4 5 0;

2 3 2 0;

4 3 4 0.

6.

x y z

x y z

x y z

� 	 �
� 	 �
� 	 �

�

�
�

�
�

2 4 3;

2 4 3 1;

3 5 2.

7.

2 2;

3 2 2 2;

2 1.

x y z

x y z

x y z

� 	 �
	 	 � �

� 	 �

�

�
�

�
�

8.

x y z

x y z

x y z

	 	 �
� � �

	 	 �

�

�
�

�
�

3 4 6;

2 1;

2 3 5.

9.

x y z

x y z

x y z

	 	 � �
	 � �

� 	 � �

�

�
�

�
�

3 0;

2 3 0;

3 7 0.

10.

2 4 9 28;

7 3 6 1;

7 9 9 5.

x y z

x y z

x y z

� 	 �
	 � � �
	 � �

�

�
�

�
�

11.

x y z

x y z

x y z

	 	 � �
	 � � �

	 � 	 �

�

�
�

�
�

3 0;

2 2 1 0;

3 1 0.

12.

2 2 2 6;

2 3 1;

3 6 2.

x y z

x y z

x y z

	 	 �
	 	 �
	 	 �

�

�
�

�
�
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13.

2 4 3;

5 3 1;

1.

x y z

x y z

x y z

� 	 �
� 	 � �
� 	 �

�

�
�

�
�

14.

x y z

x y z

x y z

� 	 �
	 	 �

	 	 �

�

�
�

�
�

6;

2 3;

2 5.

15.

2 6;

5;

2 4.

x y z

x y z

x y z

	 	 �
� 	 �
	 	 �

�

�
�

�
�

16.

x y z

x y z

x y z

	 	 � �
	 	 � �
	 	 � �

�

�
�

�
�

1 0;

2 3 2 0;

3 6 1 0.

17.

x z

y z

x z

� � �
	 � �

� �

�

�
�

�
�

2 4 0;

2 3 0;

6.

18.

2 4;

3 2 3;

3 2 3.

x y z

x y z

x y z

� 	 �
� 	 � � �

	 � �

�

�
�

�
�

19.

3 2 2;

0;

2 3 3.

x y z

x y z

x y z

	 � � �
	 	 �
� 	 � �

�

�
�

�
�

20.

x y z

x y z

x y z

	 � �
� � 	 �

	 	 � �

�

�
�

�
�

2 1;

2 3 2 0;

5 5.

21.

2 3 3;

5 2 6;

2 3 9.

x y z

x y z

x y z

� 	 � �
� � �

� � 	 � �

�

�
�

�
�

22.

3 4;

2 2 3;

4 2.

x y z

x y z

x y z

	 	 �
	 	 �
	 � � �

�

�
�

�
�

23.

4 3 0;

3 3 4;

2 5.

x y z

x y z

x y z

� � 	 �
	 	 � �

� 	 � �

�

�
�

�
�

24.

2 7;

5 3 6 5;

2 3 7.

x y

x y z

x y z

� �
	 � � �

� � 	 �

�

�
�

�
�

25.

3 12;

2 12;

2 3 9.

x y z

x y z

x y z

� 	 �
	 � �
� 	 �

�

�
�

�
�

26.

x y z

x y z

x y z

	 � � �
� 	 �
	 � � �

�

�
�

�
�

3 2 4;

4 4;

3 2 9.

27.

2 6;

2 13;

3 2 8.

x y z

y z

x y z

	 	 �
	 �
	 	 �

�

�
�

�
�

28.

2 3 8;

2 5;

3 2 7.

x y z

x y z

x y z

� 	 �
	 � �
� 	 �

�

�
�

�
�

29.

x y z

x y z

x y z

	 � �
� 	 	 �

	 � �

�

�
�

�
�

3 4;

2 3 12;

2 1.

30.

5 17;

3 2 11;

2 0.

x y z

x y z

x y z

� 	 � �
� 	 � �
	 	 �

�

�
�

�
�

Çàäà÷à 2.2. Ðåøèòå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå.

1.
1 2

3 4

3 5

5 9

�

�
��

�

�
�� � �

�

�
��

�

�
��X . 2. X �

�
�

�

�
��

�

�
�� �

�
�

�

�
��

�

�
��

3 2

5 4

1 2

5 6
.

3.
1 2

3 4

3 0

7 2

�

�
��

�

�
�� � �

�

�
��

�

�
��X . 4. X �

� �
�

�
��

�

�
�� �

�
�

�

�
��

�

�
��

3 2

2 1

1 2

1 1
.

5.
1 3

0 2

2 11

2 6

�

�
��

�

�
�� � �

�

�
��

�

�
��X . 6. X �

�
�

�

�
��

�

�
�� �

�
�

�

�
��

�

�
��

1 2

3 5

1 2

11 19
.
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7.
�

�
�

�
��

�

�
�� � �

� ��

�
��

�

�
��

3 1

2 1

8 5

5 3
X . 8. X �

�
�

�

�
��

�

�
�� �

�
�

�

�
��

�

�
��

2 3

1 2

7 12

4 7
.

9.
3 2

1 1

4 5

2 3

�
�

�

�
��

�

�
�� � �

�
�

�

�
��

�

�
��X . 10. X �

�
�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
��

2 3

1 3

0 9

3 0
.

11.
�
�

�

�
��

�

�
�� � �

� �
�

�

�
��

�

�
��

2 2

1 3

2 10

1 7
X . 12. X �

�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
��

3 4

1 2

5 6

11 16
.

13.
��

�
��

�

�
�� � �

�
�

�

�
��

�

�
��

1 0

2 3

3 2

3 1
X . 14. X �

�

�
��

�

�
�� �

� �
�

�
��

�

�
��

5 4

3 2

8 6

1 2
.

15.
2 1

4 3

2 5

6 9

�

�
��

�

�
�� � �

�

�
��

�

�
��X . 16. X �

�
�

�

�
��

�

�
�� �

�
�

�

�
��

�

�
��

2 1

5 3

14 9

1 1
.

17.
1 3

1 2

7 4

6 2

�
�

�

�
��

�

�
�� � �

�
�

�

�
��

�

�
��X . 18. X �

� �
�

�
��

�

�
�� �

� �
� �

�

�
��

�

�
��

6 1

4 2

2 3

28 6
.

19.
�

�
�

�
��

�

�
�� � �

�
�

�

�
��

�

�
��

3 2

2 1

3 9

2 5
X . 20. X �

�
�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
��

3 2

3 1

15 7

6 4
.

21.
2 1

3 2

4 2

1 24

��

�
��

�

�
�� � �

�
�

�
��

�

�
��X . 22. X �

�
�

�

�
��

�

�
�� �

�
�

�

�
��

�

�
��

2 1

6 4

12 8

20 13
.

23.
1 2

1 3

1 8

4 7

��

�
��

�

�
�� � �

� ��

�
��

�

�
��X . 24. X �

�

�
��

�

�
�� �

�
�

�
��

�

�
��

5 1

3 1

7 1

2 0
.

25.
3 1

5 2

19 1

32 1

�
�

�

�
��

�

�
�� � �

�

�
��

�

�
��X . 26. X �

��

�
��

�

�
�� �

� �
�

�
��

�

�
��

1 2

1 3

2 21

2 1
.

27.
2 5

1 3

11 8

6 4

�
�

�

�
��

�

�
�� � �

� �
�

�
��

�

�
��X . 28. X �

�
�

�

�
��

�

�
�� �

�
�

�

�
��

�

�
��

2 4

3 5

3 7

6 10
.

29.
5 1

1 1

6 3

2 1

�
�

�

�
��

�

�
�� � �

�
�

�
��

�

�
��X . 30. X �

�
� �

�

�
��

�

�
�� �

� �
� �

�

�
��

�

�
��

2 1

3 1

3 1

5 5
.

Çàäà÷à 2.3. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå, ïîñòðîèâ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó äëÿ
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